Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project andhelping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep il légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite seveie. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public cl de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //books .google. com| 



SUR 



LES LOIS DE RÉCIPROCITÉ 



^ 



TOURS, IMPRIMERIE DESLIS FRÈRES, 6, RUE GAMRËTTA, 



r 



SUR 



LES LOIS DE RÉCIPROCITÉ 



PAR 



X. STOUFF 

PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE BESANÇON 



PARIS 
LIBRAIRIE SCIENTIFIQUE A. HERMANN 

LIBRAIRE DE S. M. LE ROI DE SUEDE ET DE NORVEGE 

8, Rue de la Sorbonne, 8 
1898 



• » 



17]cClh IbO^s.'ti 







\ o c Uj- c).^' 



XTeX 




l 



^ ^^^O. 



' J 



SUR LES LOIS DE RÉCIPROCITÉ 



-*-» la^ ■ t^^MM 



I 



Peu de sujets en mathématiques ont causé des recherches plus per- 
sévérantes et plus nombreuses que les lois de réciprocité. Les points 
capitaux ont été traités par Jacobi, Eisenstein et Kummer, dont le 
Journal de Crelle contient les travaux. On voudra bien permettre à 
Tauteur du présent mémoire d'introduire ici la géométrie à plusieurs 
dimensions suivant les exemples si heureux de M. Minkowski (^). Le 
fond même de la question des lois de réciprocité paraît avoir avec les 
polygones fuchsiens de M. Poincaré, généralisés aux espaces à plusieurs 
dimensions, la relation la plus naturelle et la plus étroite (^). L'inter- 
vention de ces polygones apparaît déjà implicitement dans le mémoire 
de Gauss sur les restes biquadratiques. On pourra aussi comparer les 
travaux de Stieltjes sur le même sujet ('). 

Certaines différences entre les restes quadratiques, les restes cubiques 
et biquadratiques et les restes plus généraux s'expliquent très bien par 
la différence des propriétés d'un espace à une dimension ou d'un espace 
à deux ou à un plus grand nombre de dimensions. Nos raisonnements 
géométriques supposent le lecteur familiarisé avec les espaces transcen- 
dants. La généralisation de presque toutes les propriétés de Tespace 
ordinaire est intuitive et n'exige aucun développement (^). 

Soit X un nombre premier non complexe ; nous considérons les 
nombres formés avec les racines X*""®* de l'unité. Nous supposerons, pour 
plus de simplicité, que le corps est un de ceux qui ne présentent point 
d'idéaux. La difficulté présentée par les nombres idéaux ne paraît d'ail- 
leurs avoir rien d'essentiel ; il suffit de substituer à un nombre idéal la 
première de ses puissances effectives [wirklicJi) . Il nous arrivera souvent 

{}) Voir Géométrie der Zahlen von D' IIekmanx Minkowski. Teubner, Leipzig, 1896. 

(2) J'ai indiqué brièvement la méthode adoptée par moi dans une note présentée à 
l'Académie des Sciences, le 28 septembre 1896. 

(*) Sur le caractère du nombre 2 {Bulletin des Sciences mathématiques^ 2» série, 
t. VJII). — Contribution à la théorie des résidus cubiques et biquadratiques (^rc/iêye* 
néerlandaises des Sciences exactes et naturelles^ t. XVIII, 1883). 

(*) Consulter Veronese, GrundzUge der Géométrie von mehreren Dimensionen. 
Teubner, 1894. 
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2 SUR LES LOIS DE RÉCIPROCITÉ 

de supposer X égal à 5. La géométrie correspondante a quatre dimen- 
sions. Toutes les fois que nous agirons ainsi, c'est que la généralisa- 
tion des résultats sera imifiééiaîô potdr X premier quelconque. Nous 
évitons de cette façon de doHner aux démonstrations une forme trop 
abstraite. 

Nous allons d'abord introduire les concepts géométriques dont nous 
ferons ensuite l'application aux lois de réciprocité. 



II 



Nous nommons nombre complexe formé avec les racines cinquièmes de 
l'unité une expression de la forme : 

OÙ a est une racine cinquième primitive de l'unité et où a?Q, âj^, a?2, ^3, ^4 
sont des nombres réels de l'algèbre élémentaire. En remarquant que 
l'on a : 

(2) 1 z= — a — a2 — a3 — a^, 

une pareille expression peut s'écrire : 

a {Xi — Xo) + a2 {x^ ~ Xq) + a3 {x^ — Xq) + a-* {Xji — Xq), 
ou : 

(3) Y (a) = ay^ + a^y2 + a^y^ + a^yj^. 

Nous imaginons dans un espace E^ à quatre dimensions un système 
d'axes de coordonnées rectilignes Oy^^ Oy^t O1/3, Oy^. Soit Y le point 
qui a pour coordonnées y^, y 2-, 3/3, ^4. Nous dirons que le nombre 
complexe est Vaffiœe du point Y. 

Il y a lieu de faire ici une remarque assez délicate qui contribuera à 
éclaircir ce qui suit. Si dans un nombre complexe on remplace les 



puissances de a, a^par exemple, par cos —^ -[- e sin —n— ? {i -"= v/ — i)' 

il se réduit à une expression de la forme X -}- ^X', où X et X' sont des 
nombres réels ordinaires. Mais, au sens nouveau que nous attachons à 
l'expression (3), nous devons considérer le nombre complexe comme 
constitué par la connaissance des quatre nombres 1/,, y^-, ^3, 3/4, et à ce 
point de vue la quantité X + ^^X' ne peut remplacer complètement le 
nombre complexe. Elle en est seulement un attribut, ce que nous pou- 
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vons appeler sa valeur numérique. Deux nombres complexes, qui ont 
même valeur numérique, ne doivent pas en général être considérés comme 
égaux, parce qu'ils ne correspondent pas en général au même point 
de E4. Mais deux nombres à coordonnées rationnelles et de même valeur 
numérique sont nécessairement égaux. 

Deux nombres complexes étant mis sous la forme (3), on définira leur 
somme en ajoutant ensemble les coefficients des mêmes racines, leur 
produit en multipliant les expressions de ces deux nombres termes à 
termes, et en y remplaçant a'^a^' par aA+ ^', enfin en réduisant ^ + k par 
rapport au module 5. Mais on n'emploiera pour réduire que la rela- 
tion (2) et jamais la formule qui donne pour a'* une expression de la 
forme a + ^^- On définit comme produit le nombre complexe ainsi 
obtenu mis sous la forme (3). Soient : 

Y (a) = <xy^ + a2y2 + *% + «^î/^, 
les deux facteurs, et : 

U (a) =: CLU^ ']- cChi2 + a^Mg -{- ahij^ 

le produit, et posons, pour abréger l'écriture : 

U = y^z.i + 2/2% + 2/3^2 + Vi^u 
on aura : 

«I = 2/2^4 + 2/3^3 + y Ah — U, 
/^) ; «2 — y^Zi -f 2/3^4 + yjih — U, 

J W3 = y^z.2 + 2/22| + y^^Ji — u, 
V Wj =1 y^z^ + 2/22^2 + 2/3^4 — u. 

La multiplication ainsi définie suit les lois commutative et associa- 
tive. Remplaçons dans l'expression (3) a par a*?, q étant égal à 2, 3, 4, 
on obtiendra trois nombres : 

a^2/i + «2^2/2 + a^^'^2/3 + *^^2//.> 

qui sont les conjugués du premier. Les formules (4) montrent que, si 
deux nombres sont conjugués de la même façon à deux nombres com- 
plexes donnés, leur produit est conjugué de la même façon au produit 
de ces deux nombres. 

Deux membres Y (a) et U (a) étant donnés, on appelle quotient du 
second par le premier un nombre Z (a) dont le produit par le premier 
reproduit le second. Dans la recherche du quotient, les inconnues 
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sont^^, ^21 ^31 ^\' Le déterminant des coefficients de ces inconnue» 

est (*) : 

— Va y*— 2/3 2/3 — 2/2 2/2 - - Vi 

y\—y\ — 2^3 2/4 — 2/2 2/3 — 2/4 

2/2 — 2/4 2/4 — 2/3 — 2/2 2/4 — 2/< 

2/3 — 2/4 2/2 — 2/3 2/4 — ^2 — 2/4 



(0) 



Il est égal à la norme. En effet, si la valeur numérique de Y (a) est 
nulle, il est clair que la valeur numérique de Z (a) doit être infinie ou 
indéterminée : donc il en sera de même pour les valeurs de^,, ^3? ^31 ^a î 
par conséquent, A sera nul. A est donc, au sens de Talgèbre élémen- 
taire, divisible par l'expression (3). 

D'ailleurs, on constate aisément que A reste le même quand on 
remplace Y (a) par un quelconque de ses conjugués, car on peut rame- 
ner le nouveau déterminant à l'ancien par des échanges de lignes et de 
colonnes ; donc A est divisible par les conjugués de Texpression (3) et 
ne peut différer de la norme que par un facteur numérique qu'on trouve 
aisément être égal à un. 

Les axes Oy^, Oy^, O.V3, Oy^ peuvent être regardés comme défi- 
nissant quatre directions fondamentales. Si l'on envisage la droite qui 
joint l'origine au point dont Taffixe est : 

— a — a2 — a3 — a * =1 1 , 

on obtient une cinquième direction Oj/^, qui peut, à la vérité, se réduire 
aux quatre autres, en ce sens qu'une grandeur géométrique dirigée sui- 
vant cette droite est la résultante de quatre autres grandeurs géomé- 
triques portées sur Oy^, Oy^^ Oy^, Oy^, Mais cette direction jouit 
naturellement de droits égaux aux quatre premières. Par un fait ana- 
logue à celui pour lequel on introduit l'homogénéité en mathématiques 
spéciales, il est utile de la considérer presque constamment avec 
celles-ci. 

Nous appellerons dans E^, M3 une multiplicité linéaire à trois dimen- 
sions, c'est-à-dire une multiplicité définie par une relation linéaire 
entre les coordonnées de ses points, M2 une multiplicité définie par 
deux équations linéaires, M^ une multiplicité définie par trois équa- 
tions linéaires. Nous parlerons souvent de multiplicités linéaires paral- 
lèles, La généralisation de la notion de parallélisme est évidente et n'a 
pas besoin d'être développée. 

(1) On pourra consulter, au sujet de ce déterminant et de ses propriétés, l'ou- 
vrage déjà cité de Minkowski : chapitre 11, « Von Volumen der Kôrper ». 
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Voici les notions analogues à la transformation par translation ou 
par similitude dans Tespace ordinaire (^). 
Soient deux nombres complexes fixes : 

A (a) = a^a -f- 02»^ 4- «3*^ + ^^a'*, 

B (a) = 64a -|- ôga^ -j- b^a^ -f- 6.ja'. 

Supposons que le point Y, qui a pour affixe Y x), soit assujetti à 
décrire une région déterminée R, et soit Z le point ([iii a pour affixe : 

Z(a)==A(a)Y(a) + B(a), 

Z décrira une région S qui sera la transformée de R ; il est clair que 
la correspondance entre R et S est univoque. De pareilles transforma- 
tions permettent de substituer à la considération d'un domaine celle 
d'un domaine plus simple dont les propriétés sont plus commodes à 
étudier. 11 est important de remarquer qu'elles n altèrent pas le paral- 
lélisme. 

Soit /"(a) un nombre premier complexe. Envisageons les substitu- 
tions : 

(6) LV(a), Y(a) + K(a)/^(a)], 

où Y (a) est une variable continue, K(a)un nombre entier complexe 

quelconque ; elles forment un groupe G. Deux points sont congruents 

par rapport à G, lorsque la différence de leurs affixes est un entier 

complexe multiplié par /"(a). Si au point Y on fait correspondre le 

Y (a) 
point Z qui a pour affixe Z (a) = ,' / ? au groupe G correspondra un 

groupe G', par rapport auquel deux points de E^ seront congruents 
lorsque la différence de leurs affixes sera entière. On voit immédiate- 
ment que Ton peut prendre pour polyèdre générateur de G' le paralléli- 
pipède à quatre dimensions qui est déterminé par les droites joignant 
Forigine aux points d'afOxes a, a^, a^, a*. En effet, tout point de l'espace 
E.J admet un congruent dans ce parallélipipède, et deux points de ce 
parallélipipède ne sont jamais congruents entre eux, la différence de 
leurs affixes n'étant jamais entière. Ce parallélipipède est limité par 
huit parallélipipèdes à trois dimensions, et ceux dont les M3 sont paral- 
lèles sont conjugués au sens de M. Poincaré dans la théorie des poly- 
gones fuchsiens. Repassant du point Z au point Y et remarquant que 
deux points Y sont congruents par rapport à G, seulement lorsque les 

{}) Des travaux bien connus de Rillino et de Poikcahé se rattachent à cet ordre 
d'idées» 
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points Z qui leur correspondent le sont par rapport à G', nous 
cluons que le polyèdre générateur de G est un parallélipipèi 
pour sommets 0, et les poinls «/■{a),ttV(*)i«V(«).«V{")- 

Envisageons maintenant le groupe V constitué par les 
tions : 

(7) rï(a}, Y(«) =■*+«(»)/•(»)], 

OÙ A est un entier quelconque. Ce groupe contient le pi 
Prenons ici 7 
groupe r' : 



Prenons ici Z (at) = ■ -' ■■ y.- r — 'i nous sommes conduits à cons 



qu'on peut aussi indiquer comme ii suit : 

(8} [ZW. a'.Z(«) + nW], 

Où; 

(9) "i + % + «3 + ni ^ 0, Mod. 5. 

Je dis que ï" admet comme polyèdre générateur (') un pa 
pède F' déterminé par les sommets O, a, a', a^, a*, c'est-i 
même que le précédent ; mais, tandis que dans le polyèdre gé 
de G' les parallélipipèdes limites parallèles sont conjugués, la ce 
dance des limites est toute différente dans le polyèdre générât* 

L'affixe d'un point quelconque de P' peut être représentée pi 

où(|, ïj, {3, (, varient d'une manière continue de zéro à un 
limites de P sont au nombre de huit et correspondent aux ad 
vantes : 

F, «2(2+ a^'i + "%, 

Fj ot, +clH3 + cl%, 

F3 ai, + 1% + »^'*i 

Fj at, + a*ii 4- a%, 

F, a + a»(î + a% + a't^, 

F', a(, -I- a» + 3?t3 + aUt, 

F', ai, + aî(j -4- a' + a'(.„ 

F', «(, + a»(s + a% + t*. 

i')Coiapa.Tei}iisKi}vse,i, Aneinanderfiigungdei- Wanik in Slufen yrSssIen 
p. 91. 
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Ce tableau montre que, si Ton multiplie para^ Taffixe d'un point 
de Fp on obtient Taffixe d'un point de F^. De même Fj et Fj se corres- 
pondent. Ainsi : 

F| et F4 sont conjugués par la substitution [Z(a), a^Z(a)], 

Fa etFg . - - [Z(at), a3Z(a)], 

F\ et F'4 — - [Z(a), a*Z(a) -\- a^ — 1], 

F'a et F'3 - - [Z (a), a^Z (a) + a3 - 1]. 

11 nous reste à démontrer que chaque point de E^ a, par rapport au 
groupe r', un congruent intérieur à P' et n'en a pas plus d'un. Pour 
démontrer la première partie de cette proposition, envisageons un 
point quelconque de E^ ayant pour affixe : 

Soient w,, n^^ n^, n^ les parties entières de y^, 7/2^ 2/3, 3/4. Nous 
dirons pour abréger que %n^ + a^ng -f- oL^n^ +• a^n^ est la partie 
entière de Y (a). Soit (xt^ + ol%,-\- cL^t^ + (xH^ Texcès de Y (a) sur sa 
partie entière, t^, t^^ t^, t^ sont compris entre zéro et un. 

Si n^ + ng 4" '*H + ^4 ^st congru à zéro (Mod. 5), on voit que 
(Uj^ + *^^2 + *^^3 + ^^^A ®^^ congruent à Y (x) par rapport au groupe G'. 

Si n^ 4" ^2 + '^s H~ ^4 ®st congru à un (Mod. 5), on considérera 
rindice de la plus petite des quatre quantités t^^ t^i ^3, ij^* Le complé- 
ment à cinq de cet indice donne Texposant de la puissance de a par 
laquelle il faut multiplier Y (a) pour obtenir un nombre dont la diffé- 
rence avec un nombre correspondant à un point de P' soit un entier 
divisible par 1 — a. 

Si ^4 + ^2 + ^3 + ^4 ®st congru à deux (Mod. 5), on prendra celle 
des quatre quantités qui, à partir de la plus petite, occupe le second 
ordre de grandeur. Le complément de Tindice fait connaître la puis- 
sance de a qui jouit de la même propriété, et ainsi de suite. 

Après avoir donné une règle permettant de trouver dans P' un point 
congruent d'un point quelconque de E^, il nous reste à montrer que 
deux points T et U de P', correspondant aux affixes : 

T (a) = at^ + ix% + a3/3 + a^^, 
U(a) = OLUji + *^"2 + ^'^3 + a'*W4, 

ne peuvent être congruents. En effet, ^^, t^^ ^3, ^4, u^^ tig, W3, u^ étant 
compris entre zéro et un, la différence T (a) — U (a) ne peut être un 
nombre entier différent de zéro, et alors les points T et U coïncident. 
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Ensuite envisageons par exemple la différence : 

cette différence étant supposée entière, les multiplicateurs des puis- 
sances de a ne peuvent prendre que les valeurs zéro et un, et, si leur 
somme doit être divisible par cinq, il faut que chacun d'eux soit nul. 
Cela donnerait en particulier : 

t^ + u^ = 0; 

t^ et u^ étant de signes contraires, les points T et U ne peuvent en 
même temps appartenir à P'. 

11 est utile d'aller un peu plus loin dans la description de P'. P' 
admet vingt-quatre multiplicités limites M2, qui sont suffisamment 
désignées par les multiplicités M3 auxquelles appartient chacune 
d'elles. Nous dirons que celles qui sont formées de points congruents 
appartiennent au même cycle. 11 y a huit cycles de Mg, par exemple : 

(F3F4, F^Fj, F|F2), {F2F4» F|F3» ^2^3) 

sont deux de ces cycles. 

Il y a trente-deux multiplicités limites M^ réparties en quatre cycles. 

Enfin les sommets se distribuent en cinq cycles. Le premier cycle ne 
contient que l'origine ; le second, les points ayant pour affixes les 
quatre racines ; le troisième, les points qui ont pour affixes les sommes 
des racines deux à deux ; le quatrième, les points qui ont pour affixes 
les sommes des racines trois à trois ; le cinquième, composé du seul 
point — i . 

Repassons maintenant de la variable Z(a) à la variable Y (a), qui lui 
correspond. On voit que l'on pourra prendre pour polyèdre générateur 
du groupe F un parallélipipède P à quatre dimensions déterminé par 
les droites qui joignent l'origine aux points ayant pour affixes : 

à^m «Y(«) ot3f(a) aY(a) 

5 î 9 • 

1 — a 1 — ^.a 1— * ^ — * 

Ces conclusions se généralisent au cas d'un nombre complexe 
formé avec les racines d'ordre X de l'unité lorsque le corps ne con- 
tient point d'idéaux, a étant une pareille racine, envisageons d'abord 
le groupe : 

[Z(a), a/^Z(a)-|-K («)(!- a)]. 

L'espace correspondant Ex_, kl — 1 dimensions. Le polyèdre 
générateur est le parallélipipède construit sur les droites qui joignent 
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rorigine aux points a, a^, ..., a', ..., a^"*, et les affîxes de ses points 
peuvent se représenter par : 

les fi variant d'une manière continue de zéro à un. Nous appelons F,- la 
multiplicité limite obtenue en supposant t^ = 0, F'^ la multiplicité limite 
obtenue en supposant tf = i. 

Les multiplicités F/ et Fx-i sont conjuguées par la substitution : 

[Z(ot), a-/Z(a)l, 

les multiplicités F',- et F'x-/ le sont par la substitution : 

[Z(a), a-/Z(a)+«-*-lj, 

les sommets forment X cycles distincts. 
Le polyèdre générateur du groupe : 

[Z(a), a/^Z(a)+K(a)r(ajJ 

s'en conclut facilement. 
Soit: 

f{cL) = a^a + «2*^ + + a)_^a^-S 

1 

je crois utile de donner la valeur de j ainsi que les X — 1 coordonnées 

du point T^ — — dans Tespace Ex-^. Je désigne ces coordonnées par 
Vp K-21 •••> ^"k— \ • 



(10) 


1 


a + 2a2+ + hoLà+ ... 


..+(X--l)a>-^, 


1 — a 


X 
- i)a^ — (a.2 + «3 + di + .. 


... 4- ax-4) 






X 

- 2)(a^ + aa)— 2{a^ + «jj + ... 


.. + ax^^) 




Î.2 — 


X 


7 


(n) 1 


f (^- 


- r){a^ + «2 + -f «r)~- r(a 


r + 4 + + «X-4) 




U — 

• • • * 


X 





— g^ — aa — — ax-^ 

ÏX-4 =• ^ 



10 
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On a la foirmule générale : 



r X-1 



(12) 



?i 



k= 1 



k^r + 1 



Le numérateur de S;, est congru à — rf (1) Mod. X. 11 en résulte 
que, si /"(a) est premier, l, n'est jamais entier, car, dans le cas con- 
traire, f{(x) admettrait le facteur i — a. 

Il y a une infinité de polyèdres générateurs de F. Le précédent 
présente beaucoup de simplicité et d'élégance. Mais nous pouvons 
encore considérer le suivant, qui présente des avantages spéciaux. Il 
dispense, en effet,, de la division par 1 — a, division qui a Tinconvénient 
de changer toutes les directions de Tespace Ex-^. 

Revenons, pour plus de simplicité, à X r^ 5. 

Pour étudier le groupe F : 

[Y (a), a/'Y(a)+K(a)/^(«)], 

faisons correspondre cette fois au point Y le point Z dont Tafflxe est 
déterminée par la relation : 

plus simple que celle employée tout àTheure. Le transformé du groupe 
r est le groupe F" formé par les substitutions : 

[Z(a), «/*Z(a) + K(a)], 

K (a) étant un entier complexe quelconque . 

Le polyèdre générateur de ce dernier groupe peut être regardé 
comme constitué par Fensemble de cent vingt-cinq parallélipipèdes, 
Qp Q2Î ---i Qi •••» Q4 25 définis par les inégalités: 



'i<y.< 



^^ + i 



5 



<y2< 



TI2 + i 



23 
5 

1\3 ^ ., ^ ^a + * 
-^<2/3<-^-' 

Y < 2/4 < -^— 

Tj^, 7)a, 7|3, Tj4 ont les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, de sorte que : 

^i< + ^2 + ^3 + 1^4 — <^» Mod. 5. 



SUR LES LOIS DE RÉCIPROCITÉ 



il 



Il faut prouver que tout point de E^ admet dans cet ensemble de 
parallélipipèdes un congruent par rapport à V'^ et que les congruents de 
tous les points de cet ensemble lui sont extérieurs. 

Soit : 

U (a) = OLU^ 4- «^^2 + a^wj 4- ah/4, 

Taffixe d'un point de E^ ; n^, n^^ H3, 71^ les plus grands nombres de cin- 
quièmes contenus dans Ui^if^i ^'31 ^^î^ de sorte que: 



î<< = -^ + U, ^2= j + ^2» 



«3 = -f + ^3, 



W4 = I* + h, 



M. 

^î ^2' h^ ^i étant compris entre et -• Si la somme des n est divisible 

par cinq, la différence entre U (a) et TafTixe d'un certain point de 
l'ensemble est entière. Si cette somme divisée par cinq donne pour 
reste un et que ti soit la plus petite des quantités ^, en multipliant 
U(ajpar a"' on arrive au même résultat, etc. Ainsi la réduction est 
toujours possible. 

11 est également facile de montrer que les domaines congruents au 
domaine considéré n'ont aucune région commune avec celui-ci. En effet, 
remarquons que les multiplications par les diverses puissances de a 
équivalent à remplacer 3/4,3/2, 3/3, 3/4 respectivement par : 



— y^y Vi — y.\, 2/2 — Vh^ 2/3 — 2/îT 
yji — y^y — 2/3, 2/1 — 2/3» 2/2 — 2/3. 

2/3 — 2/2» 2/4 — 2/2» — 2/2, 2/4 — 2/2, 

2/2 — yv 2/2 — yu 2/4 — 2/n — 2/4. 

Envisageons, par exemple, la première substitution, le parallélipipède 
Q^ devient : 



^<-y.<5^' 



5 



""? 



'^<!/2-3/.<'^ 



ou: 






^ ^ ^ ^2 + i 

■^ <y\ — y.\< 5—' 

•5^ < 2/3 — ^4 < g ' 



J + y4<2/.<'-^ + y.. 



-'n-i 



<V4< 



iU. 



Ces inégalités sont comprises dans celles que l'on obtient en 
remplaçant y^ par sa linjite inférieure dans les limites inférieures des 
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inégalités et par sa limite supérieure dans leurs limites supérieures. 
Cela donne : 

Ce système d'inégalités représente encore un parallélipipède dont 
les arêtes sont parallèles aux axes de coordonnées, et qui ne contient, 
comme on le voit aisément, soit en entier, soit partiellement, aucun 
des parallélipipèdes Q^, ni aucun des parallélipipèdes déduit de ceux- 
ci par l'addition d'un entier complexe. La correspondance des M3 
limites des parallélipipèdes Q/ a lieu d'une manière analogue à la cor- 
respondance des limites de P' ; c'est-à-dire qu'une face d'un paralléli- 
pipède Qi contenant les directions a^, r^, a* est conjuguée d'une face 
d'un parallélipipède Qr contenant les directions a, oi^, a^, etc. 

La généralisation est évidente pour X quelconque. Le nombre des 
parallélipipèdes constituant le domaine générateur est alors X^-^. 



III 



Les parallélipipèdes que nous avons considérés dans le paragraphe II 
sont destinés à l'usage suivant. Nous aurons des réseaux de points 
dans Ex- 4 (ou plus simplement dans EJ, et il faudra compter combien 
d'entre eux sont contenus dans un parallélipipède. Il est clair que cette 
évaluation sera assez facile si les arêtes des parallélipipèdes sont 
parallèles aux droites sur lesquelles sont distribués les sommets du 
réseau ou à des diagonales simples de ce réseau. Mais il n'en est pas 
de même dans le cas où leurs directions sont quelconques. Nous 
sommes donc conduits à modifier les polyèdres générateurs de manière 
à leur faire acquérir les propriétés désirées. 

Nous chercherons des polyèdres générateurs dont les arêtes soient 
parallèles aux axes de. coordonnées ou aient des directions simples par 
rapport à ces axes. 

Les racines cubiques de l'unité dans l'espace E2 présentent une cir- 
constance spéciale. Le groupe F est ici : 

LY(a),an'(at) + K(a)/^(«)J, 

OÙ: 
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On peut considérer comme substitutions génératrices du groupe r : 

S [Y («),«¥(«)], 
TfY(a), aYt«) + r(a)j, 

auxquelles nous joindrons la substitution U = ST : 

U[Y(a),a2Y(a) + ar(a)]. 

La considération de S, T, U donne lieu à un polygone générateur 
de r jouissant de la propriété d'avoir ses côtés parallèles aux axes 
y^ = O, 2/2 = 0' ^^ donnant lieu à une propriété curieuse du triangle 
équilatéral en géométrie élémentaire. Par rapport aux axes Oy^, O^g 
faisant entre eux un angle de 120°, je construis les points doubles des 
substitutions S, T, U. Ils ont respectivement pour coordonnées : 



(0, 0;, [^^^, 2^), (îîl^, ?^if^), 

et forment les sommets d'un (riangle équilatéral STU. Le polygone 
générateur est SMUXTP. 




Les droites UM, UN; TN, TP; SM, SP sont respectivement égales. 

Lorsque X est supérieur à trois, on peut obtenir des résultats ana- 
logues. Mais ils sont trop compliqués pour que Tusage en soit com- 
mode. Je me permettrai cependant d'en dire quelques mots. 

Je suppose que a soit une racine cinquième de Tunité. Envi- 
sageons encore le groupe F. Soit: 

fj (a) z= /^ = &^a + &2«- + ^3*^ + ^4«*- 

1 CL 

Envisageons le tableau rectangulaire : 



-6. 


6. 


-64 


62-64 


63 64 


64-63 




-63 


b, 63 


6j 63 


63 62 


64 


-6j 


-62 


6, — 62 


62 6, 


63 


-b, 


64-6, 


-6, 



dans lequel les lignes horizontales contiennent les coefficients de 
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a, a^,a*^,a*, dans «^ (a), a*^^(«), a^^(a), aV(a) mis sous la forme (3). 
J'ajoute la seconde li gne à la première, la troisième à la ligne ainsi 
obtenue, et ainsi de suite, j'obtiens le tableau: 



(13) 



A 


-h. 


b, ~ 6, 


B 


— &3» 


bi 63 ^4» 


C 


hy 


^1 &2 ^3» 


D 


-K 


-62, 



62 — 64 63 — 64, 

^* + ^2 — ^3 — ^iï h — hy 

6^ _ 63 — 6.J, bi — 6.t, 

— ^3» — ^4- 



Soient A,B, C, D les points qui ont respectivement pour affixes 
«g («), (a + «»)fir («), (a + «^ + <i^)g (»), (« + *» + »»+ «^) g (a). 

Les lignes horizontales du tableau précédent contiennent les coor- 
données de ces points. Par une circonstance remarquable et que nous 
allons utiliser, ce tableau est symétrique par rapport à la diagonale 
qui descend de droite à gauche. 

Par les points A, B, C, D menons des plans parallèles aux plans de 
coordonnées. Je désigne par Y^a, YgAi Y3A, Y^a ceux qui passent par 
A et qui sont respectivement parallèles aux plans t/^ =0,^2= ^^^ 
^3 =1 0, y^ = 0, et les autres d'une manière analogue. 

Dans le tableau (13) les quantités de la première colonne représentent 
des coordonnées y^ , celles de la seconde des coordonnées ^2? etc. 

Nous savons que les multiplications par a et par a^ font correspondre 
respectivement les plans Y|0, Y^o ; Ygo, Y30. La première équivaut à 
la transformation : 



la seconde à : 



yji — 0, in 2/i = 0, 

y2inyo 2/31^2/2. 2/41^2/3, 

2/2 = 0, in 2/3 = 0, 

y\ in 2/5, 2/3 in 2/0 2/4 in 2/2- 



Considérons dans le tableau (13) la symétrie des termes — ^2^ 
^i — ^3 — ^4> ^2 — ^4* ^11® montre que les intersections du plan Y^o 
avec les plans Ygo, Ygc , Y4B sont respectivement congruentes des inter- 
sections du plan Y40 avec les plans Y^c , Yge •, Y3A . De même, la symétrie 
des termes — 6^, — ^3, b^ — b^ montre que les intersections du 
plan Y20 avec lesplans Y^a, Y3D, Y^c sont congruentes des intersections 
de Y30 avec Y^d, Y^b, YgA- 

Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes en A. En dési- 
gnant a^ (a) par ff^ (a) , les affixes de B, C, D, relatives à ces nouveaux 
axes deviennent a^, (a), (a -(- a^) (/^ (a) , (a + a^ + a^) ff^ (a) , (a -|- a^ 
-\- OL^ -\- OL*) ff^ (a), c'est-à-dire qu'elles présentent la même forme que 



^ 



I 



tifa 
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tout à l'heure. ^1 (a) donnera donc lieu à la construction d'un nouveau 
déterminant symétrique dont on tirera des conclusions analogues, et 
ainsi de suite en transportant l'origine des axes aux points B, C,D. 

Ainsi(Y4A, Y20), (Y^A, Y3d),(Y^a, Y^c) sont congruentes de (Y^a, Y^d), 
(Y4A, Ygc)» (Y^A, Y3B); (Y2A, Y^b), (Y2A, Y30), (YjAï Y4D) de(Y3A, Y,o), 
(Y3A, Y,c), (Y3A, Y2B),etc. 

On doit faire la remarque suivante qui est absolument générale, et 
qui constitue la généralisation du théorème signalé tout à l'heure à 
propos du triangle équilatéral. 

Lorsque nous avons étudié les plans passant par le point 0, nous 
avons signalé la congruente de la multiplicité (Y201 Y^a) située dans un 
plan passant par A et parallèle à y^ = O. Si l'on passe à l'étude des 
plans issus de A, on a signalé encore une congruente de cette multipli- 
cité. Les deux congruentes de (Y20, Y^a), à savoir (Y30, Y^d) et (Y^a, 
Y^o) sont situées dans des plans parallèles aux plans de coordonnées, 
passant par le point D. 

Mais la mise en œuvre de ces propriétés offrirait, sauf pour X = 3, des 
difficultés beaucoup plus grandes que la complication introduite par 
l'admission delà direction Ot/^ outre les directions Oy^', 0^21 0^3, Oy^. 
C'est sur l'admission de la direction Oy^ qu'est fondée la méthode que 
je vais maintenant exposer. 

Nous avons à modifier les parallélipipèdes du paragraphe II, On peut 
toujours déduire d'un polyèdre générateur un autre polyèdre généra- 
teur en retranchant du premier une certaine région et en ajoutant une 
région congruente. 

Envisageons une variable complexe : 

et imaginons que ii^^ ti.^, u^i «s soient des fonctions d'un même para- 
mètre ^ de sorte que, t variant de zéro à un, U (a) varie d'une manière 

continue deO à t^ — —* Le point U décrira une courbe C joignant l'ori- 
gine au point A, dont l'affixe est égale à cette dernière quantité. 

On peut supposer que la courbe C provienne d'une déformation 
continue de la droite OA. N.ous supposons donc que u^, u^, W3, u^ 
contiennent, outre t^ un autre paramètre p, de sorte que, pour p = 0, 
C se réduise à cette droite. Soit donc : 

et : 

U(a) = ir(a, /, P). 



16 . SUR LES LOIS DE RÉCIPROCITÉ 

Envisageons le polyèdre R dont les points ont pour affixes : 

(14) «>r{a, t, P) + a2ll^(a, t^, P) + «3V{a, ^3, p) + ac^^'(a, f„ fj), 

OÙ t^, t^, ^3, ^4 varient de zéro à un. Je dis que R est un polyèdre géné- 
rateur de r. R a des limites courbes correspondant à ^/ = et ti = i. 
Nous les nommerons G/ et G'/. On constate immédiatement que G, et G-,, 
G', et G'-,- sont conjugués. C'est un des caractères d'un polyèdre géné- 
rateur. Parlons du polyèdre R^ à faces planes correspondant à 3 = O, 
et montrons comment le polyèdre R| , relatif à une valeur déterminée 
de p, p = p^ , en dérive par le retranchement et Taddition de parties 
congruentes entre elles. 

Supposons que p varie de à p^, la multiplicité à trois dimensions : 

admet constamment comme congruenle la multiplicité : 

a^(«, ^1, P) + a2lF(a, t^, p) + aW{a, t,, p) ; 

si Ton fait varier p de à p^ , ces deux multiplicités congruentes à trois 
dimensions décrivent des multiplicités également congruentes à quatre 
dimensions. Si Tune de ces multiplicités est extérieure à R^, Fautre 
lui est intérieur. Aux huit multiplicités limites de R correspondent ainsi 
huit couples de régions congruentes qui, par addition et par soustraction 
à R^, transforment ce polyèdre en R^. 

Mentionnons une génération cinématique du polyèdre R très impor- 
tante pour la suite, p ayant une valeur déterminée fixe, et t variant de 
zéro à un, les quatre points qui ont respectivement pour affixes : 

U4 (a) z= aU (a), Ug (a) = a^\] (a), U3 (at) = a3U (a), U, (a) = a^U (a), 

décrivent respectivement quatre arcs de courbes C,, €3, C3, C4. Trans- 
portons Tare C^ parallèlement à lui-même de manière que son origine 
décrive Tare Cg. Il décrira ainsi une multiplicité à deux dimensions, 
une espèce de parallélogramme à côtés courbes. Transportons ce paral- 
lélogramme parallèlement à lui-même de manière que son origine 
décrive C3, on aura ainsi une multiplicité à trois dimensions. Enfin, si 
Ton transporte cette multiplicité à trois dimensions de manière que son 
origine décrive C4, on obtient le polyèdre R. 

Si la courbe C s'écarte sensiblement de la droite OA, il s'introduit 
dans le domaine R des régions qui doivent être considérées comme 
négatives. 
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Posons pour y == 1, 2, 3, 4 : 



^ (*» <y» ?) = w<y« + way*^ + WayaS + u^jOl^ ; 



nous aurons : 



(«42 — M32) a — M32a2 + (Ui2 — U32) a3 + (Maa — M32) «4, 

(M33 — 2^23) a + (W43 — W23) «2 — "23*^ + («43 — W23) «4- 
(«24 — «44) « + («34 — «44) «^ 4- («44 — «44) «^ — «44«*- 



Un point du domaine R est déterminé par les valeurs de t^^ t^^ ^3, t^ 
(valeurs comprises entre et 1) qui lui correspondent ; ce point sera 
considéré comme appartenant à une région positive ou à une région 
négative, suivant que la valeur correspondante du déterminant : 



(45) à = 



I 



d{— Un) 
dt^ 

d(uji2 — ihi) 
dt2 

d («33 — «23) 
rf*3 

^(«24 — «44) 



dju^i — 1/.h) 
dti 

d (— M32) 
dt^ 

d (M43 — «23) 
dts 

^(«24 — «u) ' 

d^4 



^(«24 — «4l) 
^(«12 — «32) 

dt2 
d (— «23) 

rf^3 

rf(«44--«44) 
dtj^ 



^(«34 —«h) 

lÙlf22..-Il.«.32] 
^^2 

^(«43 — «23) 
d^3 

<^(— «m) 
dt^ 



sera positive ou négative. 

Le domaine R se trouvera ainsi décomposé en un certain nombre de 
régions S^, S2, S3, ..., S^, ..., positives et négatives. Ces régions sont, 
comme R, des multiplicités à quatre dimensions et admettent pour 
limites des multiplicités à trois dimensions. Nous partagerons ces 
limites en deux classes. 

Nous appellerons limite de la première classe une limite qui fait par- 
tie des limites G/ ou G',- de R. 

Nous appellerons limite de la seconde classe une limite des régions S 
qui ne jouit pas de cette propriété. Une limite de la seconde classe est 
nécessairement commune à deux régions S contiguës. 

Les limites de la première classe sont évidemment deux à deux con- 
gruentes. 

Il pourra arriver qu'un domaine R contienne plusieurs congruents 
d'un même point M qu'il contient. Pour justifier la règle qui vient 
d'être donnée relativement au signe des régions de R, il faut prouver 
que, si Ton considère le point M et tous ses congruents contenus dans 
R, si Ton affecte du coefficient -|- ^ ceux de ces points qui appartiennent 
à des régions positives, et du coefficient — 1 ceux qui appartiennent à 

2 
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des régions négatives, la somme de ces coefficients est toujours égale 
à un. Il peut arriver que deux régions S aient une partie commune 
Un point appartenant à cette partie commune doit être compté deux 
fois avec les coefficients afférents respectivement à ces deux régions. 

Nous emploierons ici des considérations de continuité. Partons, 
pour fixer les idées, de la considération d'un point M qui n'a de con- 
gruent dans aucune des parties de R. Pour concevoir l'existence d'un 
pareil point, on n'a qu'à supposer la courbe C d'abord très voisine de 
la droite OA. R sera alors très voisin d'un des parallélipipèdes du para- 
graphe II, composés uniquement de points incongruents entre eux ; et 
presque tous les points de R jouiront [de la propriété de ne pas avoir 
de congruents dans R. La démonstration que je vais donner s'applique 
non seulement au cas où l'on fait varier le point M, le paramètre p res- 
tant fixe, mais encore où, en faisant déplacer le point M, on fait en 
même temps varier p d'une manière continue en produisant éventuelle- 
ment dans R de nouvelles régions négatives. 

Supposons donc d'abord que le point M n'ait de congruent dans 
aucune des régions S. Si ce point, se déplaçant d'une manière continue, 
acquiert un congruent dans l'une S,- de ces régions (région existant 
primitivement ou nouvellement formée par suite de la déformation con- 
tinue de R), il faut que ce congruent M' franchisse une des limites de 
la région S/. Plus généralement le nombre des congruents d'un point 
donné à l'intérieur de R ne peut varier que si ce point ou l'un de ses 
congruents franchit une limite de la première ou de la seconde classe. 

Examinons d'abord ce qui se passe quand le point M' franchit une 
limite de la première classe. 

Le domaine R jouit des mêmes propriétés par rapport à ses quatre 
couples de faces conjuguées G/, Gj-,- ; G'/, G'j-/. 

Il nous suffit donc d'examiner ce qui se passe quand deux points 
congruents entre eux franchissent respectivement les faces G^ et G4. 
Notre démonstration s'appliquera mutatis mutantis aux trois autres 
couples. 

Rappelons que le domaine R est la région de E^ engendrée, comme 
il a été dit plus haut, par les quatre courbes C^, C^, C3, C^. Imaginons 
que le point M' partant d'une position M'^ dans la face G^ pénètre 
dans le domaine R. Un des congruents de M', M'' passera par le point 
M''^ de G4 congruent de M'^. Soient: 

les valeurs de /^, t^^ ^3, ^^ qui correspondent au point M'^ ; les valeurs 
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de ^4, t^, tz-, t\, qui correspondent au point M'^q, seront respectivement: 



^ i — ^2î ^2 — ^3î 



^4i ^ -4 — ^4 — ^' 



D'une manière générale, nous désignerons par des lettres accentuées 
une fois les valeurs qui se rapportent au point M'^, et par des lettres 
accentuées deux fois les valeurs qui se rapportent au point M%. Si 
y\^ y\^ y'i-) y' h ^^^^ ^^^ coordonnées de M'q et Y^, Yg, Yj, Y^ les coor- 
données courantes, l'équation du plan tangent à la surface G^ en M'^ 
s'obtient en remplaçant dans le déterminant A' les éléments de la pre- 
mière ligne respectivement par : 

Si dy^^ dy^^ dy^^ dy^ sont les différentielles relatives à un déplace- 
ment infiniment petit du point M', on en conclut facilement que, pour 
que ce déplacement ait lieu vers l'intérieur de R, il faut que le détermi- 
nant D' obtenu en remplaçant dans A' les éléments de la première 
ligne par dy^, dy^^ dy^^ dy^ soit de même signe que A'. 

Soit A" la valeur du déterminant A relative à W\^ en fonction des 

valeurs des -7^ relatives au point M'^, il s'exprime ainsi : 



A' = 



dt'2 

dt'3 

dju'^i — ii'ii) 
dt\ 

d{u\2i -'^l4^) 
dt\ 



d{u\^'-u\2) 
dt\i 

d {— u^^) 

dt'3 

d {n'u — u\ji) 

dt\ 

dt\ 



dju^ — u'içi) d {u^ -- M'42) 



dt'2 

rf(M'43 — M33) 
dt'2 

d{—ii2.i) 
dt\ 

d(u\^ — u\^) 
dt\ 



dt'2 
d {u.2^ — tf'aa) 

d '3 

djuu — u^i) 
dt\ 

dt\ 



Les différentielles relatives au déplacement du point >F provenant du 
déplacement du point M' sont respectivement : 

dy-i — dys, dy^ — dUi, dy^-^dy^y — dy^. 

Le point M"' sortira de R ou y entrera, suivant que le déterminant 
D", obtenu en remplaçant dans A" les éléments de la quatrième ligne 
respectivement par ces quantités, aura un signe opposé à celui de A" ou 
le même signe. 

Or, on reconnaît aisément, en permutant les lignes et les colonnes 
de D", et en les combinant par voie d'addition et de soustraction, que 
P' et D" sont égaux et de signes contraires. 



^ 
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Distinguons maintenant deux cas. 

Si A' et A" sont de même signe, les deux régions de R avoisînant G, 
et G4 vers les points M'q et M''^ sont toutes deux positives ou toutes 
deux négatives; de ce que D' et D" sont de signes contraires il résulte 
que, lorsque le point M' entre dans l'une, le point M" sort de Tautre. La 
somme des coefficients relative à Tensemble de ces deux points ne 
change donc pas. 

Si A' et A" sont de signes contraires, les deux régions de R avoisi- 
nant G, et G4 vers les points M' ^ et M'^^ sont Tune positive, Tautre 

D' D'' 

négative ; les rapports -7? -^ étant de même signe, les deux points M' 

et M" entrent en même temps ou sortent en même temps de ces deux 
régions. Dans les deux cas, la somme des coefficients ne change pas. 

Il nous reste à examiner ce qui se passe quand un des congruents 
du point M, M' franchit une limite L de la seconde classe. Une pareille 
limite est une multiplicité à trois dimensions. 

Il est facile de définir ce qu'il faut entendre par côté d'une M3 dans 
l'espace E^. Une M3 est définie par une équation : 

Deux points seront du même côté ou de côtés différents de cette M3, 
suivant qu'ils donneront à F le môme signe ou des signes contraires. 

Pour une limite L de la seconde classe, A change de signe et, par 
conséquent, s'annule. Une pareille limite L est commune à deux 
régions S, l'une positive, l'autre négative. Je dis que ces deux régions 
sont d'un même côté par rapport à L, autrement dit que la partie 
de l'espace E^ avoisinant L d'un certain côté est commune aux deux 
régions S. 

Nous avons déjà dit que le domaine R pouvait être considéré comme 
résultant de la translation de la multiplicité à trois dimensions S 
engendrée par les courbes C|, C2, C3, le long de la courbe C^. L'équa- 
tion A = O exprime que la tangente à la courbe C^ se trouve dans le 
plan tangent à S, et d'après des théorèmes de cinématique bien connus 
pour les espaces à deux ou trois dimensions, et qui se généralisent 
sans difficulté à un nombre quelconque de dimensions, la limite L 
n'est autre chose que Yenveloppe de S, résultant de la translation de S. 
Mais les parties de Venveloppée voisines de l'enveloppe, de part et 
d'autre du point de contact, sont toujours d'un même côté par rapport 
à l'enveloppe. De là résulte que les deux régions S contiguës suivant L 
sont d'un même côté par rapport à L. 
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De là résulte que, si M' pénètre clans R en franchissant L, il donne 
lieu au coefficient + i comme appartenant à une région positive, et au 
coefficient — 1 comme appartenant à une région négative. La conclu- 
sion est donc la même que celle qui est relative aux limites de la 
première classe. 

Soit, comme précédemment : 

Nous adopterons pour la courbe C une ligne brisée dont les diverses 
parties sont parallèles aux quatre directions Oy^, Oyat 0^3» Oy^, à 
savoir l'ensemble des quatre segments représentés par ; 

U (a) = b^(xt 

\]{a)=b^<i + b20LH 

U (a) ~ 6^a + biOL^ + b^tiH 

U (a) z=r 64 a + 62*^ + ^3*^ + bJ^Oi*t, 

t variant de zéro à un. Nous désignerons désormais, pour abréger, ces 
quatre segments simplement par ^^a, b^a?^ 63»^, 6^a*. 

C^, C2, Cg, C, seront donc aussi des lignes brisées composées 
chacune de quatre segments rectilignes. On peut figurer schématique- 
ment tous ces segments par le tableau rectangulaire suivant : 



(i6) 






6« 


h 


63 


64 


64 





6. 


h 


h 


63 


fr. 





fr* 


h 


6i 


h 


64 





bi 



OÙ les nombres de la première colonne doivent être multipliés par a, 
les nombres de la seconde par a*, etc., les nombres de la dernière par 
un. Les nombres de la première, seconde, troisième, quatrième lignes 
se rapportent respectivement à C^, Cg, C3, C4. 

Nous dirons qu'un segment a la direction a' lorsque le multipli- 
cateur qui lui convient est a^ 

Il est clair que le domaine R engendré par la translation des lignes 
brisées C^, Cj, C3, C4, sera composé de parallélipipèdes à quatre 
dimensions, positifs ou négatifs. Certains de ces parallélipipèdes seront 
même infiniment aplatis et devront être considérés comme ne contenant 
aucun point à leur intérieur. 

La règle des signes des régions, démontrée pour le cas où 
C,, C2, C3, Ci sont des courbes, doit être considérée comme applicable 
au cas où elles deviennent des lignes brisées ; en effet, une ligne brisée 
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peut être considérée comme la limite d'une ligne courbe, la courbure 
devenant infinie à certains points et nulle à tous les autres, 
. Les parallélipipèdes dont R est composé correspondent évidemment 
aux combinaisons obtenues en prenant dans le tableau (16) un élément 
dans chaque ligne. Pour que le parallélipipède ne soit pas infiniment 
aplati, il faut de plus que ces quatre éléments soient pris dans quatre 
colonnes différentes. 

La règle des signes montre de suite que, s'il s'agit d'un parallélipi- 
pède partiel à quatre dimensions formé avec des segments pris dans 
les quatre premières colonnes, le signe de ce parallélipipède est préci- 
sément celui du terme correspondant dans le déterminant formé par 
ces quatre colonnes. En effet, les dérivées qui figurent dans le 
tableau (15) se réduisent, dans ce cas, à une dans chaque ligne, les 
autres étant nulles, et chacune des dérivées qui n'est pas nulle a le 
même signe que l'élément correspondant du déterminant. 

Considérons maintenant un parallélipipède à quatre dimensions 
correspondant à la combinaison formée en prenant un élément dans 
trois des quatre premières colonnes du tableau (16), et un élément 
dans la cinquième, ces quatre éléments n'appartenant pas deux à 
deux aux mêmes lignes. Le déterminant (15) présentera alors, pour 
les trois lignes relatives aux éléments pris dans les quatre premières 
colonnes, une seule dérivée dans chaque ligne. En vertu de la relation : 



1 = — a 



2 _ a3 _ a\ 



les dérivées qui figurent dans la ligne relative à l'élément de la 
cinquième colonne sont toutes égales entre elles et de signes contraires 
à cet élément. Un pareil déterminant se réduit à un seul monôme. 

Ces règles se résument évidemment et d'une manière très claire de 
la manière suivante. Soit le déterminant : 



-b, 


h, ~ 6, 


62 64 


63 64 


64 63 


-^3 


6< 63 


62 — 63 


63 ^2 


64 62 


-62 


6, — 62 


h ai 


63 — 6^ 


h -h, 


-h, 



(17) 



Ce déterminant développé complètement donne une somme de monômes 
qui correspondent aux parallélipipèdes de R non infiniment aplatis. 
Aucun de ces monômes ne contient plus d'un des facteurs qui dans (17) 
sont précédés du signe — . En effet, les termes qui contiennent deux 
de ces facteurs se détruisent deux à deux. Le signe de chacun de 
ces monômes est celui qu'il faut attribuer au parallélipipède corres- 
pondant de R. 
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On peut aussi donner à cette règle la forme suivante. 

Dans le tableau (16) permutons circulairement les colonnes, nous 
aurons en tout cinq tableaux. Dans chacun de ces tableaux formons 
un déterminant avec les quatre premières colonnes. Les termes de ces 
déterminants correspondent aux parallélipipèdes de R non infiniment 
aplatis. Le signe de chacun de ces monômes est précisément celui qu'il 
convient d'attribuer à la partie de R correspondante. Enfin, remarquons 
que la somme des volumes des différents parallélipipèdes pris chacun 

avec son signe reproduit la norme de t— ^ — j ou le cinquième de la norme 
de f{ot). En effet, le déterminant (17) est précisément la norme de j~^' 



IV 



Nous passons maintenant à l'application de ces théories aux lois de 

réciprocité en cherchant la valeur de ( -—r-, j Nous suivrons une idée 

ancienne, mais dont la méthode géométrique augmente les avantages. 
Considérons un polyèdre P générateur de F, tel que celui du para- 
graphe II, ne contenant pas deux points congruents entre eux. Si l'on 
applique à P les substitutions (7) (page 6), nous obtenons tous les 
congruents de P. Nous les répartirons en X classes, suivant que h a 

dans la substitution (7) les valeurs 0, 1, 2, , X — 1. Un quelconque 

des polyèdres congruents à P contient le même nombre de points à 
coordonnées entières que lui. X polyèdres pris dans les X classes cons- 
tituent un polyèdre générateur du groupe G et contiennent ensemble 
tous les restes incongruents entre eux, Mod. /*(a). Or ces restes sont au 
nombre de : 

Norme f[at.) — 1. 

Donc le nombre des points à affixes entières contenus dans un 
polyèdre P est égal à : 



Norme fi a) — 1 
m = 5^ 



Soient : 



(^8) pi, p2r 9h 



y 9'ni 



^ 
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les affixes entières dont les points sont contenus à Tintérieur de P. 
Les produits : 

(19) Xp^, Xpa, , \p(, , Xp,„, 

ont respectivement pour congruents : 

(20) a*ip/«<, »*2pAa, , a*»PA/, , «*»"pAm, 

où : 

appartiennent à l'ensemble (18) et sont tous différents. En effet, si Ton 
avait : 

Xp/ ^ «*•>/*/ [Mod. /^ (a)], 

Xp/ = a^Yp,,^ [Mod. f (a)]. 

En divisant membres à membres ces deux congruences, on aurait : 

i-f = a*'--V, [Mod.f(a)], 

P*' 

Or cela est impossible, p/ et p/ étant supposés incongruents par rapport 
au groupe F. ph\i Pa2 •••» P^m reproduisent donc dans un certain ordre 
1 ensemble (18). 

On sait que, si Ton forme alors deux produits congruents, l'un admet- 
tant comme facteurs les nombres (19), l'autre les nombres (20), ce qui 
donne une congruence C, en supprimant les facteurs communs aux 
deux membres de C, on a : 

Norme f((X) — 1 

(21) (^)^X ^ ^aS"*."-"\ [Mod-Z-H]. 

On en déduit la règle suivante : 

Si Ton compte combien des nombres (19) se trouvent à l'intérieur de 
polyèdres de la première, seconde,..., X — 1*"*^ classe, si p^, pgi •••» Px-i 
sont les résultats de ces supputations, on aura : 



(22) (_jL.) = „P,+*P, + -+<^-<'3x-,. 



Géométriquement la règle peut s'énoncer comme il suit : 
Si l'on multiplie par X les affixes de tous les points du polyèdre 
primitif P, on obtiendra un polyèdre II. Comptons les nombres 
p4i p2) Psj •••» Px-4 de points de n ayant des affixes divisibles par X 
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contenus dans des polyèdres congruents à P et respectivement de 
classes 1, 2, ..., X — 1, (77^) s'obtiendra par la formule (22). 

Il est bon de remarquer que II est le polyèdre générateur d'un groupe 

(23) * [Y (a), a/*Y(a)+XK(«)n«)], 

qui est un sous-groupe de F. 

On est ainsi conduit à rechercher comment le réseau des polyèdres 
congruents à P divise l'intérieur de n. Il est à remarquer que ce mode 
de division est indépendant du nombre complexe /"(a). Mais il serait 
très difficile de trouver le nombre des points à coordonnées divisibles 
par X contenus dans les diverses parties de II, parce que les multipli- 
cités à trois dimensions qui limitent ces parties ont des directions qui 
ne sont pas simples par rapport aux axes des coordonnées. On n'aper- 
çoit même pas, par l'emploi de ces polyèdres, que le caractère (tw-t ) 

ne dépend que du reste de /*(a)par rapport à certaines puissances de X. 
C'est cependant ce qui est le plus essentiel dans la loi de réciprocité. 

Remplaçons le polyèdre P par le polyèdre R du paragraphe III. Si 
Ton multiplie par X l'aflixe de chacun des points de R, on obtient un 
polyèdre P qui peut être considéré comme engendrant le groupe g ; R 
et P contiendront, en général, des parties négatives. 

La règle relative au calcul de (t^) s'applique encore sous la con- 
vention suivante ; envisageons dans R un nombre py et soit : 

Xpy = a*;pA^ [Mod. f{<i)], 

"kpj coïncide donc avec un point d'un polyèdre Q de classe kj. Soit e 
l'unité positive ou négative suivant que py appartient à une partie posi- 
tive ou négative de R, e' l'unité positive ou négative suivant que Xpy 
appartient à une partie positive ou négative de Q, Xpj devra être con- 
sidéré comme appartenant à la classe kj avec le coefficient ee'. 

Pour justifier cette règle, classons les nombres entiers contenus dans 
R en espèces de la manière suivante : un nombre sera de première 
espèce lorsqu'il n'aura pas de congruent dans R ; il sera de la seconde 
lorsqu'il aura deux congruents, etc. Lorsqu*un nombre est d'une cer- 
taine espèce, tous ses congruents sont évidemment de la même espèce. 

Nous allons examiner différents cas : 
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Supposons d'abord que py appartienne à une région négative de R , 
Soit : 

Ipj = (x^'j p/,^., Mod. /"(a), 

et que p*. soit de la première espèce ; cL^Jphj sera aussi de première 
espèce dans le polyèdre Q et appartiendra nécessairement à une partie 
positive de ce polyèdre. 

Supposons, pour plus de simplicité, que p, ne soit que de seconde 
espèce, il aura dans R deux congruents py', py', qui appartiendront à 
des régions positives et l'on aura : 

9/ "^ «''Py> 
9J" ^" a'py- 

Dans R nous aurons à considérer simultanément le système S des 
trois affixes py, py', py", et nous allons examiner les facteurs correspon- 
dants qui doivent intervenir dans les deux membres de la congruence C. 
On a : 



a^*;pyiy 


~— 


Xp 


J 


Xpy 


— _.- 


a'' 


^^^9hp 


Apy" 


5-_EE 


a-« 


■'^V?/^,.. 



Nous ferons correspondre au système S, dans les deux membres 
de C, le premier et le second membre de la congruence obtenue en 
multipliant celles-ci membres à membres, qui est après réduction : 

(24) X^f py' ^ pjÇ>,,j OLr + S + kj^ 

La puissance de a qui figure dans le second membre de (24) est con- 
forme à la règle : car r -{^ s -{- kj est bien la somme des trois quan- 
tités r -{- kj^ s -{- kj, — kj qui correspondent à py, py', p/^ d'après la 
règle. 

En supposant maintenant que pj appartienne à une région négative 
de R et soit, comme précédemment, de seconde espèce ; supposons aussi 
que p*. fasse partie d'une région négative et soit aussi de seconde 
espèce ; soient p/.', p/^.» les congruents de o^. et : 





Pà'j ^ a'- phj, 






9h'j — a-^'pAy. 




On aura : 






Xpy =^ a^jp/iy, CL^'j- 


-'^'?fij^-^j, 


a^>~*'p//y^ ^py, 


a'+*;PAy->^p/, 


Apy _ a'- + '0-''pyi'y, 


Xpy - a/' + Ay-^'p/,/, 


dS + kj _.. \^j0^ 


Xpy' — a'f + ^V-'-p/i'y, 


Xp/ =- a^ + ^j-'^Vy 



IkU 
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Ces congruences montrent que Xpy coïncide à la fois avec un point d'une 
région négative d'un polyèdre de classe kj et des points appartement 
à des régions positives dans des polyèdres de classes kj — r\ kj — s'. 

On a des conclusions analogues pour Xpy', \^j\ L'application de la 
règle donne lieu à la somme : 

kj - [kj ^ T) - [kj - s) -[kj + r) + V + kj - r + r + kj -s- {s + kj) 

+ s + kj — r -\- s + kj — s =: kj + r -\- s -- r' — s\ 

■ 

En multipliant membres à membres toutes ces congruences et sim- 
plifîanty on a : 

(25) Xpy'P/P/v =- ?A'y?/0?/ J + r + ^'-^' - 

On* raisonnerait de même dans les cas plus compliqués. En multi- 
pliant toutes ces congruences, on obtient par la suppression des facteurs 
communs la congruence (22) généralisée. Ceux des facteurs py qui 
appartiennent à des régions positives de R se trouvent dans le premier 
membre ; ceux qui appartiennent à des régions négatives, dans le 
second. L'inverse a lieu pour les facteurs p^ . 

Nous avons maintenant le droit d'appliquer aux polyèdres R et P la 
même méthode qu'à P et à n. Les homologues de R déterminent dans 
l'intérieur de P une division en polyèdres, dont le nombre sera fini, 
quoique en général considérable. Les faces de ces polyèdres sont paral- 
lèles à des directions simples, et par suite les nombres de points dont 
les affixes sont divisibles par X s'expriment par des parties entières de 
fonctions des coefficients de /*(a). Les formules conservent la même 
forme tant que les coefficients de /*(a) satisfont à certaines inégalités . 
L'emploi des polyèdres R fait donc apparaître la loi de réciprocité (•). 



y 



Si nous en restions là, il faudrait se livrer à une discussion, d'ail- 
leurs pratiquement impossible, pour déterminer la manière fort irré- 
gulière et variable dont le polyèdre P est divisé par le réseau des 
polyèdres R,- congruents à R. Chaque région à considérer admet en 
effet, comme limites, non seulement les limites des R/, mais encore des 

(ï) Les quatre premiers paragraphes de ce mémoire ont été terminés en dé- 
cembre 1896. 
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limites appartenant à P. Nous allons faire voir que Ton peut faire 
disparaître complètement cette difficulté, et avoir pour régions où Ton 
doit compter les points à coordonnées divisibles par X des polyèdres 
R/ non entamés, moyennant, il est vrai, l'adjonction de régions nou- 
velles, suffisamment régulières et où la supputation des points n'offre 
que des difficultés secondaires. 

Le polyèdre P engendre le groupe g (23), sous-groupe de r, et qui 
transforme évidemment tout point dont les coordonnées sont divisibles 
par X en un point jouissant de la môme propriété. Désignons par F/, T'/ 
les faces du polyèdre P. F, est, comme on sait, conjuguée de Fx_/, le 
polyèdre P étaht homothétique à R. Imaginons que, dans le réseau de 
R, F/ traverse des polyèdres de classes respectives i^, i^^ 1*3, ..., etc., 
que nous désignerons par R/p R/^, R/^, ..., etc.; F/ partagera ces 
polyèdres chacun en deux parties : R'/p R'/g, R'/s» intérieures à P, 
et R"/p R'/2» R'^/a» extérieures à P. Fx-/ traversera des polyèdres con- 
gruents à R/p R/^^ Ris? .., qui seront de classes e, - 



î, I2 î, ^3 



e. 



(L'indice d'une classe doit être regardé comme déterminé seulement 
par rapport au module X.) Nous pourrons les représenter par R/i-/, 
R,j./, R,3-,-, . . ., etc. Les congruentes R',,_„ R',.,.,, R',3^,. de R^^, R'/g, R'/g, 
seront extérieures à P et les congruentes R"/,_/, R^/o-^i R'Vi-« 
de R^p R"/2» R"/3 seront intérieures à P. Désignons par a> la somme 
p4 + 2Pa -{-...+ (X — 1) px-n relative, bien entendu, non plus au 
réseau de P, mais à celui de R (22), et désignons le nombre de points à 
coordonnées divisibles par X dans un polyèdre par ce polyèdre entre 
parenthèse. La partie de w afférente aux polyèdres R/p R/g, R/^, ..., 
R/j_/, Ri, -ô R/3-1, est: 



(26) 



U (R'm) + ^2(R'/2) + ^3(R'/3) + - + ih - »•) ^'U-i 

+ (t2 — i) R'ia-f + (t'a — ») R%-« + ... 



Mais, d'après la propriété du groupe ^, R',p R'/j, R'13, ..., con- 
tiennent respectivement autant de points à coordonnées divisibles par 

X, que R'/i-i, R'/g-/, R'/s-m D'après cette remarque, la somme (26) 

devient : 

[h - i) [{^u-i) + (R^-/)] + (:h - i) [(RV2-/) + (R%-^)] 

+ («3 - i) [(R'/3-rf + (R%-/)] + .- + i [(R'/^) + (R'/2) + (R'^'a) + - ]' 
ou: 

(27) [i, - i) [K,, _/) + (la - i) (R/a-/) + (^3 - i) (R/3 - + ... + i [(R'/,) 

+ (R'/a) + (R'/s) + - ]• 

Le sens de la somme (27) est le suivant : les polyèdres R/i-/, R/2-it 
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, sont maintenant pris tout entiers; les polyèdres R/p R/g, R/g, ..., 

ne figurent plus du tout. Quant à la somme (R'/i) + (R'«2) + i^'h) 

+ , elle correspond à la région comprise entre la face F/ et les 

limites des polyèdres R/ qui subsistent et qui sont contigus aux parties 
enlevées. On opérera ainsi pour les faces F/ et F', en donnant à i les 

valeurs 1, 2, 3, ...... — r — Quant aux polyèdres R/, qui sont traversés 

par une multiplicité commune à deux faces F,-, on pourra attribuer 
leurs parties intérieures à P à lune ou à l'autre de ces faces, et procéder 
toujours de manière à reconstituer des polyèdres entiers. 

Après ces opérations, la somme lo sera composée de deux parties, 
Tune o>^ correspondant à a^-^ polyèdres R,- contigus et dont Fensemble 
constitue un polyèdre S engendrant le groupe g. S présente, de même 
que P, des faces conjuguées, et composées de parties égales et paral- 
lèles que nous désignerons par A/, A',. La seconde partie de w, lo^ se 
rapporte à des régions comprises entre les faces correspondantes A,- et 

F, pour i = 1, 2, ..., — — 

Désignons par A,- la région comprise entre A, et F/. A/ et F/ ne 
suffisent pas à limiter la région A/. On peut appeler limites latérales 
les autres limites à trois dimensions de A/. Elles se distribuent en 
cycles absolument comme les multiplicités à deux dimensions suivant 
lesquelles se coupent les faces du polyèdre P, auxquelles elles corres- 
pondent d'ailleurs de la manière suivante. Si F/ est contiguë à Fa, A 
pourra toujours être considérée comme contiguë à Aa . Il y aura une 
multiplicité latérale B//» joignant Fintersection de F/ et de Fa à celle 
de A/ et de Aa . 

Ce qui est important, c'est qu'on peut modifier comme on veut les 
limites B/a à condition qu'elles aboutissent toujours aux mêmes inter- 
sections, et que celles d'entre elles qui sont congruentes entre elles 
restent congruentes. 

Supposons que Fx-/ conjuguée de F/ admette comme congruente de 
(F;Fa), (Fx_/Fa); que Fx-.;t admette comme congruente de (Fx-/ F/,) 
(Fx-/cFx_a). Les trois multiplicités B//^, Bx-,.a, Bx-a-x-a formeront 
un cycle, et, le produit des trois substitutions correspondantes devant 
être égal àFunité, on devra avoir : 

— i — k-\- h ^ Oy Mod. À. 

\ j^ 

Nous supposons ^, h, k au plus égaux à — ^ • Faisons maintenant 
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varier la limite B/;i de manière à augmenter A,- d'une partie Q; A/, dinxi- 
nuera de Q. Remarquons que, si A/ est extérieure à P, A\^i est inté- 
rieure à P, ces deux régions doivent être considérées comme de signes 
contraires, ainsi que les parties qui les avoisinent immédiatement. Ax-/ 
augmente de Q, A^ diminue donc de Q, ou plutôt augmente de Q en 
tenant compte du signe. La variation de la somme (02 est donc : 

i{Q)-h{Q) + k{Q), 

^lle est nulle. Les régions Ax-/, Ax-a , A)_^ n'interviennent pas d'ail- 

\ I 

leurs, puisque ces trois indices sont supérieurs à — - — • 

Les divers polyèdres R/, qui composent S, sont composés eux-mêmes 
de parallélipipèdes à quatre dimensions dont les arêtes sont parallèles 

aux directions 1, a, a^, , ax-^. Les coordonnées des sommets de ces 

parallélipipèdes ne contiennent d'ailleurs, d'après les formules (11), 
<|u'une seule quantité fractionnaire : 

«I 4- «2 + ••• 4- «x-i 



On peut se borner à déterminer le reste de la somme (o par rapport 

au module >, car cela suffit pour connaître I r~-r)' Le nombre des points 

a coordonnées divisible par X, pris par rapport au module X, ne varie 
pas si les coordojmées des sommets des parallélipipèdes varient de 
multiples de X^. 

Reste à examiner les régions A^. Parmi les multiplicités latérales appar- 
tenant à un même cycle, on peut toujours en choisir une arbitrairement. 
Dès lors on peut faire en sorte que les multiplicités latérales se com- 
posent uniquement de Mx-2 linéaires parallèles à X — 2 des X directions 
1, a, a^, ..., ax-4. Il suffît, par exemple, de faire passer parles multipli- 
cités linéaires Mx_ 3 dont se compose une des limites de F/ des multipli- 
cités Mx-a toutes parallèles à l'une de ces X directions, de faire de même 
pour ai et de couper par une Mx_ 2 parallèle à l'un des plans de coordon- 
nées. Les régions ainsi formées, quoique composées d'éléments un peu 
plus compliqués que des parallélipipèdes, conduisent à la même conclu- 
sion que tout à l'heure. De là le théorème : 

Si pour deux nombres f [cl) les coefficients a^ a^^ ..., a\-^sont respec- 
tivement congrus^ Mod. X^, les sommes a^ -|- «g + ••• 4" ^X-« étant 
conrjrues^ Mod. X**, pour ces deux nombres le caractère /"(a) est le même. 
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La somme (ù^ a le sens suivant. Les divers sommets des polyèdres R/ 
appartenant au premier cycle et contenus dans P sont les produits de 
/* (a) par des nombres complexes 6/ (a), tous incongruents par rapport 
au groupe : 

[Z(«),a/'Z(a) + U(a)]. 

Soit S^ le nombre des nombres contenus dans R et congrus, Mod. A, 

aux produits a'^6/(a)/*(a) ; (0| est la somme des produits hSk* Remarquons, 

de plus, que, dans le cas des restes cubiques et biquadratiques, les 

multiplicités latérales n'existent pas, ce qui rend très facile le calcul 

de (o^. 



TOURS. — IMPRIMERIE DESLIS FRERES. 
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